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TANKOZIDNIM NOSACIMA

APSTRAKT

Nelinearna elasto-plasticna GBT (Generalised Beam Theory) se koristi uglavnom za analizu stabilnosti
tankozidnih elemenata od celika i aluminijuma. Analiza se sastoji od proracuna deformacije poprecnog
presjeka (lokalna) i elemenata (globalna), i pokazala se kao vrlo efikasna za analizu lokalne i globalne
stabilnosti tankozidnih hladnooblikovanih celi¢nih (izotropnih) i kompozitnih (ortotropnih) elemenata. U
ovom radu posebna paznja je posvecena potrebi definisanja problema stabilnosti u zavisnosti od
trenutnih modula elasticnosti. Potvrdivanje predloZzene GBT, njene jedinstvene karakteristike i
mogucnosti ilustrovani su na primjeru ravnomjerno pritisnute pravougaone ploce od nerdajuceg celika.

Kljucne rijeci: generalisana teorija grede, plasticna bifurkacija, tankozidni nosaci, kritican napon.

ELASTIC-PLASTIC BUCKLING AND OTHER EFFECTS OF MEMBRANE FORCES IN
THIN-WALLED STRUCTURES

ABSTRACT

A non-linear elastic-plastic Generalised Beam Theory (GBT) is formulated and used to investigate the
buckling behaviour of aluminium and stainless steel thin-walled members. The analysis consists of
calculation cross-section (local) and member (global) deformations and has been shown to be a very
efficient tool for analyzing local and global stability behavior of thin-walled cold-formed steel (isotropic)
and composite (orthotropic) members. In this work particular attention is paid to the need to define the
stability problem in terms of instantaneous elastic moduli. Verification of the proposed GBT, its unique
features and capabilities are illustrated by the example of uniformly compessed rectangular plate of
stainless steel.

Keywords: Generalised Beam Theory (GBT), plastic bifurcation, thin-walled stuctures, critical stress.
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1. UvOD

Upotreba elemenata od nerdajuceg Celika doZivljava brz rast posljednjih godina, najvise zbog
toga Sto pokazuje mnoge prednosti, kao Sto su: strukturalna efikasnost, otpornost na rdu,
lako i jednostavno odrzavanje, poboljSana otpornost na vatru, prijatan izgled kao i
konkurentna cijena. Sa druge strane, finansijska efikasnost i estetski zahtjevi ¢esto vode do
izbora popriliéno vitkih tankozidnih nosada, $to ih ¢ini veoma osjetljivim na lokalna i/ili
globalna izvijanja. Naravno, efikasna (sigurna i ekonomski isplativa) rjesenja se mogu postici
samo ako su poznati i razumljivi svi fenomeni nestabilnosti, te tacno predvideni.

Za razliku od ugljeni¢nih Celika, elasto-plasticno ponasanje nerdajuceg Celika odlikuje: (1)
nedostatak dobro definisanog napona tecenja i (2) izrazito nelinearna jednoaksijalna kriva
napon-deformacija (i prije napona tecenja pri deformaciji od 0.2%), koja Cesto ukljucuje i
znacajnu koli¢inu deformacijskog ojacanja. Ova razlika u ponasanju podrazumijeva da
fenomen izvijanja (bifurkacije), bilo lokalnog ili globalnog, Cesto se javlja u nelinearnom
(elasto-plasticnom) domenu. To znaci da se moraju rijesiti problemi koji ukljucuju plasti¢nu
bifurkaciju elasto-plasticne materije, koja je (1) u potpunosti regulisana aktivnim (trenutnim)
modulima elasti¢nosti, i (2) u ravnomjerno pritisnutim elementima se uvijek odvija nakon
elasticnog domena i sa porastom opterecenja [1,2]. Dakle, bifurkaciono opterecenje elasto-
plasti¢nih dijelova moZe se odrediti izvodenjem analize stabilnosti njenih ,nelinearno-
elasti¢nih dijelova”.

Membranske sile u plo¢ama i ljuskama mogu izvesti izvijanje. One djeluju u srednjoj ravni, a
izvijanje se deSava kada konstrukcija pretvara membransku energiju u energiju deformacije
savijanja. Tankozidne konstrukcije sa malom krutosti na savijanje, ali sa velikom
membranskom krutosti, mogu biti kriticne jer se u slucaju iznenadno velikih deformacija
savijanja akumulirana energija otpusta izvijanjem. Kako bi se tacno analiziralo i lokalno
(presjek) i globalo (element) ponasanje pri izvijanju tankozidnih elemenata od nerdajuceg
Celika, prakti¢no sve analize nelinearnosti moraju se izvrsiti putem analize metodom konacnih
elementa (MKE) ili metodom konacnih traka (MKT), usvajanjem mreZa konacnih elemenata ili
traka i koristenjem racunarskih numerickih metoda. PoStujuéi ovo, vazino je spomenuti
,paradoks izvijanja ploca“, kako Sto je objasnio Hatéinson (Hutchinson) [3] na slijedeci nacin:
,Otkriveno je da su bifurkaciona opterecenja izraCunata najjednostavnijom plasticnom
teorijom, teorijom tecenja, precijenila opterecenja pri izvijanju ploca i ljuski dobijenih
eksperimentalnim putem. Racunanje na osnovu manje poStovane plasticne teorije
deformacije dalo je bolje slaganje sa rezultatima eksperimenata®. Takode, kako e biti
pokazano u ovom radu, reolosko-dinamicka analogija (RDA), koju je razvio Milasinovo¢ [4],
numericki potvrduje ovu tvrdnju.

GBT je razvijena od strane Sradta (Schradt) sredinom 1980-ih i kasnije dopunjena od strane
Dejvisa (Davies) i saradnika, uglavhom za analizu linearne stabilnosti hladnooblikovanih
Celi¢nih elemenata. Analiza se sastoji od proracuna deformacije poprecnog presjeka (lokalna) i
elemenata (globalna), i pokazala se kao vrlo efikasna za analizu lokalne i globalne stabilnosti
tankozidnih hladnooblikovanih celi¢nih (izotropnih) i kompozitnih (ortotropnih) elemenata.
GBT se pokazala kao prilicno pogodno analiticko sredstvo za procjenjivanje lokalnog i
globalnog ponasanja pri savijanju tankozidnih prizmati¢nih elemenata. Treba naglasiti da je
GBT usvojena kao vaZeca i Cesto povoljna alternativa od potpuno numericke MKE i
numeri¢ko-analiticke MKT analize.
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Cilj ovog rada je da prikaZe kratak pregled formulacije GBT koja se mozZe primijeniti za analizu
ponasanja pri izvijanju otvorenih i zatvorenih tankozidnih nosaca koji su napravljeni od
nelinearno elasto-plasti¢nih materijala kao $to su aluminijum ili nerdajuci celik. Dalje, paznja
je posvecena procjeni trenutnih modula elasti¢nosti prema teoriji tecenja, teoriji deformacije i
reolosko-dinamickoj analogiji. Konacno, prezentovani su i diskutovani neki numericki rezultati,
kako bi se testirala i ilustrovala primjena i sposobnost predlozene GBT. Ovi rezultati bave se
ravnomjerno pritisnutom pravougaonom plo¢om od nerdajuceg celika.

2. GBT JEDNACINE ZA ELASTO-PLASTICNO PONASANJE MATERIJALA
2.1. FUNDAMENTALNE JEDNACINE

2.1.1. Analiza poprecnog presjeka

Izvodenje analize poprecnog presjeka podrazumijeva prilicno dugacak i relativho kompleksan
niz operacija, i mozemo je podijeliti na analizu otvorenih i analizu zatvorenih poprecnih
presjeka. U slucaju otvorenih presjeka, deformacioni modovi su predstavljeni kao linearna
kombinacija funkcije pomjeranja, koja poti¢e od poduznih (u) i poprecnih (w) pomjeranja u
¢vorovima presjeka (zadovoljena je Vlasova (Vlassov) hipoteza o nultoj vrijednosti deformacije
smicanja u srednjoj ravni ploce) (Slika 1). Kod zatvorenih presjeka, osim navedenih funkcija
pomjeranja, u linearnu kombinaciju ulaze i funkcije koje potic¢u od poprecnih pomjeranja (v)
(ukljuéena je i deformacija smicanja, tako da ne vaZi Vlasova hipoteza) [5, 6].
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Slika 1. Tankozidna greda: geometrija i lokalne ose

[/

2.1.2. Analiza elemenata

Na osnovu karakteristika poprecnog presjeka (modalnih mehanickih i geometrijskih, dobijenih
analizom poprecnog presjeka), duZine elementa i uslova oslanjanja na krajevima nosaca,
mogu se formirati GBT diferencijalne jednacine ravnoteze (jedna za deformacioni mod i druga
za granicne uslove) izrazene u formi ,funkcije amplituda® koje definiSu promjenu stepeni
slobode poprecnog presjeka u poduznom pravcu. Ovim sistemom jednacina definisan je
standardni problem svojstvenih vrijednosti i njegovim rjeSenjem, analiti¢kim ili numerickim
postupkom, dolazi se do bifurkacionih/kriti¢nih napona (eigenvalues) i oblika izvijanja
(eigenfunctions).
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2.1.3. Nelinearno-elastican materijal

U slucaju nelinearno-elasti¢nog materijala potrebno je sprovesti obje analize, uglavhom zbog
potrebe da se utvrdi trenutni modul elasti¢nosti. Bifurkaciona analiza podrazumijeva
pronalazenje ,susjednog stanja ravnoteze“. Ovakva konfiguracija se nalazi u neposrednoj
blizini osnovnog napregnutog stanja i takode zadovoljava neutralni uslov ravnoteze izrazen u
formi principa virtualnog rada:

W =8W, +8W, =0 (1)

gdje su SWE | (S\I'\/I mjera spoljasnjeg i unutrasnjeg virtuelnog rada.

U slucaju kada je element izloZen ravnomjernom pritisku o, =-P/Q (linijsko opterecenje
pritiska P i povrSina poprecnog presjeka Q ), spoljasnji i unutrasnji virtualni rad su definisani
sa:

8\, = [ o, 60, dV = -IV%&'J.X av,
(2)
5W, = -jv(cij +6,)6€,dV = -jv(-gaéii +6i16éi,.]dv ,

pri tome zarez oznatava diferencijaciju, o, su komponente osnovnog tenzora napona (
o, =-P/Q je jedina razlicita od nule), c'sij komponenta tenzora napona povezana sa
tenzorom deformacije éij preko trenutnog modula elasti¢nosti, ééij je varijacija tenzora
deformacije, i varijacija membranske deformacije je definisana sa

8&) =60, +6(V’, +W’, ) /2
Nakon zamjene (2) i (3) u (1), dobija se

o = P, av-[ -2 2D g ay
vQ Vi Q 2
(4)

-
-], %—S(V'*;W'*)-cuaé” dv=0

izraz u formi virtualnog rada, iz kojeg se definiSe stanje ravnoteZe nelinearno-elasti¢nog
elementa.

Inkrementalna veza napon-deformacija, u slucaju elementa opterec¢enog jednoaksijalnim
pritiskom, data je sa:

.8 . . 8
XX Cll C12 0 XX
wi=|Cu Cyp 0 |9€ ¢, Oy =E & (5)
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gdje su C',j i E, trenutni moduli elasti¢nosti i uzduzni (jednoaksijalni) tangentni modul,
respektivno, a (°) i (') oznatavaju savijanje i membransko naprezanije i deformaciju.

Zamjenom izraza (5) u (4) dolazi se do GBT jednacina ravnoteZe i grani¢nih uslova (problemi
svojstveni vrijednosti)

C{dp|-D{d. | +B{0} +PX* {4} = {0} (6)
foi.}' (c{h.}+0" {4}, -o.
{88} (Cbuf+(07 -0 +px*) {4, )

pri ¢emu su komponente vektora {(I)} funkcije koje definiSu amplitude deformacijonih
modova i GBT matrice C, D, B i X' (geometrijiske matrice za ravnhomjerni pritisak) date sa

(7)

L
=0,

0

C, =C; +CIJ ItE uu. dy+J 12Euww dy,
D, =D; -D; -D; = IEE sw, w, dy- j ww StW, w)dy, (8)
t3
- : 1_
B, = LEEZZWi.VVWJ‘.vvdy’ X = LB (vivj +WW, )dy,

integracijom duz srednje linije poprec¢nog presjeka (zavisne od opterecenja preko trenutnog
modula elasti¢nosti).

Za povezane elemente Ciji se krajevi mogu slobodno izvijati, kombinacija amplituda
deformacijonih modova data je funkcijom

4, = Qsm[mij (9)

koja daje tacna rjeSenja svojstvenih problema. Vrijednosti q} su nepoznate (pojedinacni
faktori uceséa deformacionih modova u modu izvijanja elementa), m je broj poduZnih
polutalasa izvijanja i L je duZina elementa. Ako posmatramo samo jedan mod izvijanja, napon
izvijanja na osnovu izraza (6) i (9) je dat sa

1 mm )’ LY
Oy = XikQ |:Ckk (T) +Dy +By (Ej :l (10)

2.2. KONSTITUTIVNE VEZE

2.2.1. Elasti¢no rjesenje

Konstitutivna matrica u slucaju elasti¢nih deformacija, po Sent Venan-Kirhofovom (St. Venant-
Kirchhoff) materijalnom zakonu izmedu napona i deformacije, za ravno stanje napona je [4]:
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E vE
> T 0
1-v 1-v
vE E
C = 0 0 0 11
Cl1evi 1-V? (1)
0 0 2G

gdje su £, i G Jungov (Young) modul i modul smicanja, a vPoasonov (Poisson) koeficijent.

2.2.2. Teorija teCenja

U slu¢aju jednoaksijalnog napona, izrazi za C,j po teoriji te¢enja su dati sa [7]:

(A, +3)E,
" (5-av)A, -(1-2v)
) 4NE,
(5-4v)A, -(1-2v) (12)
. . 4v+2AN.-2)E
C, =G, = ( Mk ) - 2
(5-4v)A, -(1-2v)
- — E0
€ =2G= -
2.2.3. Teorija deformacije
Trenutni moduli elasti¢nosti u teoriji deformacije imaju slijededi oblik [7]:
(A +3A)E,
T (243A,-4)A, -(1-2v)
- 4ATE0
- 2
(243N -4v)A, -(1-2v) (13)
. (4v+2A, -2)E
C,=C, = T
Y (2430 -4v)A - (1-2v)
2E
C - 0
P 2v-1+43A,

gdjeje A, =E, /E, i A, =E, /E,.

U zavisnosti od velicine napona koji djeluje na plo¢u mijenjaju se tangentni i sekantni modul
elasti¢nosti £, i E;, a samim tim i A; i A;. Vrijednost tangentnog i sekantnog modula, u
zavisnosti od vrijednosti napona kojim je ploca pritisnuta, dobijaju se sa odgovarajuce napon-
deformacija krive koja opisuje ponasanje materijala. U ovom radu je koriStena Ramberg-
Osgudova (Ramberg-Osgood) kriva [8]:
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€= Eﬂ + o.ooz(ij (14)

0 0'0_2

gdje je o,, napon plastitnog tefenja za deformaciju 0.2%, dok je n parametar
deformacijskog ojac¢anja materijala.

Elasticno rjeSenje se moZe takode dobiti iz navedenih teorija plasticnosti stavljajuci
E;, =E;=E,,odnosno A, =A =1
2.2.4. Reoloska teorija

Konstitutivna matrica u slu¢aju reolosko-dinamicke teorije, dobijena iz matrice ravnog stanja
napona, ima slijededi oblik [4] :

E VE
RZ RZ 0
1-v 1-v
vE E
C = R0 0 (15)
R I R VER, RV
E
0 0 0
1+v

pri ¢emu je E, reolosko-dinamicki modul elasti¢nosti, a ¢ reolosko-dinamicki parametar
materijala. ReoloSko-dinamicki modul elasti¢nosti se dobija na osnovu izraza:

E. = 3E (16)
" (5-4v)+2(1+v)d’

3. ILUSTRATIVNI PRIMJER

Primjer pokazuje elasto-plasticnu pravougaonu ploc¢u slobodno oslonjenu duz svih ivica,
duZine a i Sirine b, pritisnutu ravhomjernim pritiskom u poduznom pravcu (Slika 2). S obzirom
na to da su pomjeranja u y pravcu na boc¢nim stranama (y=0 iy=b) sprijeena, u ploci se
javljaju i poprecni membranski naponi 03’\'/ .

orxx orxx modl mod2  mod3

1000 mm

I

b

—
—
e
 E—
—
[
 —
—
—

N
o
e

Slika 2. Geometrija pravougaone ploce i GBT deformacioni modovi
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Problem gubitka stabilnosti pomenute ploce istraZivali su Handelman (Handelman) i Prager
(Prager), te postavili analiticko rjesenje [9]:

22 2 2 2
m a K K
o, =nt7 Ky [W+ij +Kyy - (17)
2 2
2. . 2. .
Kit =E 1Ky =EC22'K12 =E[C12 +Cy (18)

gdje je t debljina plo¢ei m broj uzduznih polu-talasa.

Rezultati prikazani u primjeru odnose se na plocu slijedeéih geometrijskih i materijalnih
karakteristika: t=16mm, b=1000mm, E, =210GPa, o, =311.609MPa, v=0.3 in=5

Na slici 3 prikazane su vrijednosti kriticnih napona o., dobijenih analiticki po Cetiri teorije: a)
linaerno-elasticna, b) elasto-plasti¢na teorija deformacije, c) elasto-plasti¢na teorija tecenja i
d) elasto-plasti¢na reolosko-dinamicka teorija.

o, [MPa]

~Elastifno rjeienje
Teorija teCenja
—Teorija deformacije
250 —Recloiko—dinamitka analogija

a/b

Slika 3. Vrijednost kriticnih napona pravougaone ploce

Posmatrajudi rezultate dobijene prikazanim teorijama, moZzemo uociti da su razlike izmedu
vrijednosti kriticnih napona vece za krace ploce, tj. za plo¢e sa odnosom strana a/b<1.
Razlike koje se pojavljuju po primijenjenim teorijama opravdavaju ovu analizu u smislu izbora
neke od metoda u konkretnom primjeru.

4. ZAKUUCAK

Posto je uzet u obzir Hat¢insonov , paradoks izvijanja plo¢a“ [3], u ovom radu je pokazano da
bifurkaciona opterecenja izraCunata najjednostavnijom plasticnom teorijom, poznatom kao
teorija tecenja, precjenjuju opterecéenja pri izvijanju ploca priblizavajuci ih elasticnom rjesenju.
Proraduni na osnovu manje posStovane plasticne teorije deformacije kao i primjenom
reolosko-dinamicke analogije (RDA), koju je razvio Milasinovi¢ [4], daju priblizna rjesenja koja
se bolje slaZu sa rezultatima eksperimenata.
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